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Technische Universitdt Braunschweig
Prof. Dr. Jiirgen Kohler

Klausur zur Vorlesung

Wiérme- und Stoffiibertragung

Fiir alle Aufgaben gilt: Der Rechengang muss erkennbar sein! Interpolationsvorschriften
sind anzugeben. Quadratische Gleichungen sind analytisch zu l6sen.

Hilfsmittel sind zugelassen, die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

Nicht in den Aufgabenstellungen angegebene Stoffdaten sowie die Nufelt-Beziehungen
sind dem Anhang des Skriptums zur Vorlesung zu entnehmen.

Aufgabe 1:  Stoffdiffusion 11 von 50 Punkten

In der Produktionsstrafle einer Keramikfabrik wird eine sehr dicke Tonplatte bearbeitet.
Zu Beginn hat sie einen homogenen Wasseranteil von ¢y = 0,02 g/cm3. Plotzlich wird diese
Tonplatte vollstéandig in einen Behilter voll mit Wasser getaucht, d. h. die Konzentration
an der Tonplattenoberfliche steigt sprunghaft auf den dann zeitlichen konstanten Wert
cw = 1g/em?. Der Diffusionskoeffizient D = 2 - 1075m?/s fiir Wasser im Ton sei dabei als
konstant anzunehmen. Die Koordinate z steht senkrecht auf der Plattenoberfliche und
zeigt positiv nach innen.

Hinweis: Die sehr dicke Tonplatte kann fiir diese Aufgabe als halbunendlicher Korper
betrachtet werden.

X 0 0,066 0,23 0,32 0,65 o0
erf(x) 0 0,072 025 0349 064 1
Tabelle Fehlerintegral

a) Skizzieren Sie qualitativ die Konzentrationsverldufe des Wasseranteils fiir 3 unter-
schiedliche Zeitpunkte nach dem Eintauchen.

b) Geben Sie die Differenzialgleichung sowie Anfangs- und Randbedingungen mit einer
Erklarung an.

c) Geben Sie die Beziehung zwischen der Wasserkonzentration im Ton, dem Ort und
der Zeit an.

d) Wie lange dauert es, bis die Konzentration ¢ an der Stelle z = 0,5 cm den Wert
c(z=0,5cem; t = 7) =4 erreicht hat?

e) Berechnen Sie die Wasserkonzentration nach t=30 Sekunden an der Stelle z =1cm.



Aufgabe 2:  Kiihlen von Apfeln 11 von 50 Punkten

Ein Apfel mit einem Durchmeser 2ry = 10cm soll an einem heiflen Tag mit ¢y = 30°C
Umgebungstemperatur in einem Kiihlschrank, der auf ¥, = 5°C gehalten wird, gekiihlt
werden. Betrachten sie den Apfel ndherungsweise als Kugel und verwenden sie fiir ihn die
Stoffwerte von Wasser. Der mittlere Warmeiibergangskoeffizient zwischen Kiihlschrankin-
nenraum und Apfel liege bei a = 6WW/m?*K.

a) Benennen Sie die Art der Warmetibertragung zwischen Apfel und Kiihlschrankin-
nenraum.

b) Uns interessiert die Temperaturverteilung im Inneren des Apfels. Formulieren Sie
die Anfangs- und Randbedingungen fiir dieses Problem. Benutzen Sie dabei die
dimensionslose Ubertemperatur © = 1;’;:—%;’0.

c) Wie grof} ist die Temperatur in der Mitte des Apfels nach zwei Stunden? (Hinweis:
Benutzen Sie das Diagramm in Abbildung 1, zeichnen Sie eventuell abzulesende
Werte ein, und nehmen Sie die Stoffwerte bei 9 = 20°C. )

d) Wie lange mufl man warten, damit der Apfel in der Mitte eine Temperatur von 10°C
aufweist?
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Abbildung 1: Instationdre Temperaturverteilung in der Mitte einer Kugel (r=0).



Aufgabe 3: Glihwein 14 von 50 Punkten

An einer Skihiitte wird Glithwein in Pappbechern ausgeschenkt. Der Becher wird in ru-
hender Umgebung ¥y, = 0°C' auf einen Tisch gestellt. Der Glithwein hat zu Beginn
(to = 0s) eine Temperatur von g = 80°C' und ist damit noch nicht trinkbar. Die Unter-
seite des Bechers ist gut isoliert.

Wie lange dauert es, bis der Glithwein eine trinkbare Temperatur von v; = 60°C' hat?

Gehen Sie bei der Berechnung folgendermafen vor:
a) Berechnen Sie den dufleren Warmeiibergangskoeffizienten o, der Mantelfliche!

b) Berechnen Sie den Wiarmeiibertragungsfahigkeit kA der Mantelflache! Der Warmetiber-

gang auf der Innenseite sei oo grofS. Rechnen Sie mit o, =9 %

Uber die freie Oberfliche des Bechers erfolgt ein weiterer Wirmeaustausch mit einem

Wirmeitibergangskoeffizienten agpe, = 25 mVXK (Stoffaustausch soll vernachldssigbar sein).

cl) Stellen Sie den ersten Hauptsatz fiir das System Becher + Glithwein auf. Ver-
nachléssigen Sie hierbei die Warmekapazitit des Bechers.

c2) Berechnen Sie die Zeit bis zum Erreichen der Trinktemperatur von v; = 60°C.
Rechnen Sie der Warmeiibertragungsfahigkeit der Mantelfliche kA = 0, 15 %

Nach einem Temperaturabfall um weitere 20K auf eine Temperatur von ¥, = 40°C'
schmeckt der Glithwein nicht mehr so gut.

d) Hat man zum Trinken mehr Zeit, die gleiche Zeit oder weniger Zeit zur Verfiigung als
die Wartezeit zur Abkiihlung des Glithweins? Kurze Begriindung (ohne Berechnung!)

Stoffwerte und Randbedingungen

Stoffwerte sind bei 9,,;1te1 = %(190 _g o + ﬂUmg) zu bestimmen.

therm. Ausdehnungskoeffizient bei ¥y, = 0°C° 5 =3,674-1073/K

Glithwein:  Anfangstemperatur Yo = 80°C
Trinktemperatur ¥, = 60°C
spez. Warmekapazitit bei 9,40 = 70°C Cwein = 4190 J/kgK
Masse m=0,2kg

Becher: Hohe h=9cm
AuBlendurchmesser D =6cm
Wanddicke s=1mm
Wirmeleitfihigkeit Apappe = 0, 12W/K m

Auszug aus der Stoffdatentabelle fiir trockene Luft beim Druck von p = 1 bar

¥ 0 Cp A v Pr
°C' | kg/m® | J/kgK | 1073W/Km | 107"m?/s

30 | 1,149 | 1006,68 26,4104 162,88 | 0,7133
40 | 1,112 | 1007,09 | 27,1418 172,56 | 0,7122
50 | 1,078 | 1007,61 27,8656 182,46 | 0,7112




Aufgabe 4:  Heizstrahler 14 von 50 Punkten

Zum Heizen offentlicher Plidtze werden zylindrische Heizstrahler wie unten abgebildet
aufgestellt. Diese bestehen aus einem senkrechten Heizstab (H) mit der Lange 1 und dem
Radius 7y, der zwischen einem adiabaten Deckel (D) und einem adiabaten Boden (B)
mit dem Radius R montiert ist. Zwischen den Rédndern des Deckels und des Bodens ist
zum Schutz vor Verbrennungen ein Gitter (G) montiert, das aus zwolf senkrechten und
neun waagerechten Stahlbandern (Breite jeweils b, Dicke vernachlissigbar) besteht. Die
Stahlbénder sind gleichméfig verteilt.

Nach einer kalten Nacht, zur Einschaltzeit der Heizung ty, ist dieses Gitter gleichmafBig
mit einer Eisschicht bedeckt. Ein Teil der erzeugten Strahlung wird an die Umgebung (U
mit Ty = 0°C') abgegeben, der andere Teil trifft auf das vereiste Gitter (T = T = 0°C).

T
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Deckel D \(_._

Gitter G

Heizstab H—_]

Boden B

a) Bestimmen Sie die Sichtfaktoren FD37 FHD; FHBa FDH und FDM (Mantel M =
Gitter + Gitteraussparungen). Siehe Hinweise nichste Seite!

b) Wie hoch ist die Oberflichentemperatur des Heizstabes ¥y und des Deckels ¥p?

d

)
c) Welche Leistung Qg wird an das Gitter zum Aufschmelzen des Eises abgegeben?
) Welche Masse Eis wird pro Sekunde aufgeschmolzen?

)

¢) Welche Strahlungsleistung Qp wird an die Umgebung abgegeben?

Zahlenwerte:

Radius des Deckels Rp=R =0,15m
Radius des Bodens Rp=R =0,15m
Radius des Mantels Ry=R=0/15m
Radius Heizstab rH = 0,005 m
Lénge Heizstab 1 =1m
Leistung der Stabheizung Qe =5 kW
Breite Stahlbander b = 0,01 m
Schmelzenthalpie Eis hs = 333 IZ—‘;



Hinweise:

e Die Temperatur der Umgebung Ty und des Eises Tg;s sind 0°C
e Wirme wird ausschliellich durch Strahlung iibertragen.
e Alle Flachen strahlen schwarz.

e Berechnungsvorschriften fiir Sichtfaktoren:

Sichtfaktor fiir zwei parallele Kreisflichen:

< 9Pd Fo = Sl5—)s2— %)
| . 12 7 ( dl)
‘ : 1+ (&)?
| é (55)
v S In dieser Beziehung ist der Einfluss

s ;d | des Stabes vernachléssigbar.

Sichtfaktor fiir zwei konzentrische Zylinderflachen:

r 1 1 T B
2T Y T ax\180 A
1 B 1 74
% [\/(A+ 2)2 —4X? % arccosﬂ + B % arcsin} — %})
A=Y+ X -1 B = Y?—X?41
X = uy Y _ L
T2 To




Losung Aufgabe 1:  Stoffdiffusion 11 von 50 Punkten

a) Konzentrationsverlaufsdiagramm

o t.

Z/f
S )

Co
d I=L=m .
b) DGL
§(zt) = C(z) — Co
0? 10
8—; = Ea—i 2. Ficksches Gesetz
Anfangsbedingung:
t=0= C(z,0) = Co

§(2,0) = C(z,0) — Co = g — o = 0

Randbedingungen:
z=0= C04) = Cw

§(0,t) = C(0,) — Co = Cw — Cp

z=00= C(oo,ry Muss beschrénkt sein

c) Beziehung Ort, Zeit und Wasserkonzentration:

Cat) —

TCOCO =1- BTf (—%) =1- B’T’f(l')

2
mit r = | —=
(7im)
d) Zeit bis 4 ¢

3-0,02
0,238 =1—-erf(z)




erf(z) =1—0,0612 = 0,939

w19 (05
ST \W40,02-¢
t=1,84 s

Nach 30 Sekunden
t=30sbet z=1cm

€(1,30)

1
= (————) =065
* (\/74.0,02.%) ’
erf(0,65) = 0,64

C(1 ¢m,30 5) = (1 - O, 64)0, 98 + O, 02
C(1 ¢m,30 5) = 0,3728 cm%



Losung Aufgabe 2:  Kiihlen von Apfeln 11 von 50 Punkten

a)
b)

Warmeiibertragung durch freie Konvektion

Randbedingung;:
r=ro —)\aﬁé:’ ) = a (V(r=ryt) — )
00(r,t
-\ 6(70 ) . = @(T = To,t)

wobei © = ¥ — ¥ /¥y — ¥ und ¥ die konstante Temperatur der Luft im Kiihl-
schrankinnenraum sowie 1y die Anfangstemperatur des Apfels ist).

Anfangsbedingung:

Das wird gelost mit Abb. 1. Dazu miissen zunéchst die Fo-Zahl und die Bi-Zahl
berechnet werden:

t ut
Fo = a_2 bzw. Bi= QFluid 70
ra A pfel
mit \ )
o=  =1,434-1072  +=7200s und 7y =0,05m
9Cp |90 8

berechnet man:

-1
) ~ 1,994

Fo~0,412 bzw. Bi ‘= (ﬂ)‘l _ (6W/m2K -0,05m

A 0, 5984W /Km

Aus dem Diagramm liest man damit ab:
©~0,73

und rechnet
ﬂMitte - O, 73 (190 - 7900) + 1900 - 23, 2500

Um die Zeit abzuschétzen, nach der der Apfel in der Mitte eine Temperatur von
10°C hat, geht man nun riickwérts vor:
10—-5

=——=1/5=0,2
30 —5 / T

nachwievor ist Bi~! = 1,994 und damit liest man schlielich ab:
Fo=1,29.

und rechnet
For}

t= ~ 22300s = 6h 12min

a



Losung Aufgabe 3:  Glihwein 14 von 50 Punkten

a) Kochrezept abarbeiten:

1. Welche Strémungsform (erzwungen / frei)?

Freie Konvektion am aufrechtstehenden Zylinder.

2. Nu-Beziehung heraussuchen anhand der Geometrie:
Aufrechtstehender Zylinder (Hohe h und Durchmesser D)
Charakteristische Lénge ist gleich der Zylinderh6he h

h 2
Nu=0,97 £+ {0, 825 + 0,387 /Ra - fl}

mit f; entsprechend der vertikalen Platte.

0,492\ 16
D R (il
fi {+(PT)}

3. Stoffwerte bei mittlerer Temperatur bestimmen:

Die Anfangstemperatur des Glithweins betréigt 9y = 80°C, die Trinktemperatur ist

Y1 = 60°C. Die Umgebung hat eine konstante Temperatur von ¥y, = 0°C. Die

mittlere Temperatur zur Ermittlung der Stoffwerte betragt somit:

1/ 9+ 0 1 /80°C +60°C
ﬁUmg - 5

ﬁmie:_ = 3
fiel = 9 2 9 9

+ OOC’) = 35°C

Die relevanten Stoffwerte ergeben sich durch Mittelwertbildung derjenigen fiir 30°C
und 40°C.

o= 1,131 kg/m?

¢, = 1006,885 J/kgK
A\ = 26,776 1073W/Km
v = 167,720 10~ "m2/s
Pr = 0,7128

4. Dimensionslose Kennzahlen zusammensammeln:

Grashof-Zahl:

lS
Gr = Y 8 9w — 0
1%
_OBIE 009 ) g Lso°c +60°0) — 0°C
(167,720 - 10-"m?2/s)2 2

= 6.538.287,603



Rayleigh-Zahl:

Ra = Gr-Pr
6.538.287,603 - 0, 7128
4.660.491, 403

Faktor fi:

0.492\ 16| °
— 1 ’
f1 { +< Pr) }
0,492 \16) °
- {1 ’
+<0,7128)

= 0,347654

Daraus ergibt sich eine Nuflelt-Zahl von:

h X 2
Nu = 0,97 5+{0,825+0,387 {’/Ra-fl}

0. 09m 2
0.06m © {0’ 825 + 0,387 {/4.660.491,403 - 0, 347654}

— 26,6466 (1)

= 0,97

5. « bestimmen:

Die NuBelt-Zahl ist definiert zu:

al

Nu— ——
TN

also:

Nu- A
== l
26, 6466 - 26,776 - 1073W/Km
0,09m

wW
= 7,92
TTm2K

b) Die Warmeiibertragungsfiahigkeit berechnet sich zu:

1 1 +1n (‘) L1
KA) pinder  27rmiLai  2mAL 0 27rg Ly,

=0, da a;=00

10



wobei der erste Term wegen «; = oo gleich Null ist. Einsetzen der Zahlenwerte ergibt:

1 0,03m
1 _ o4 I\ 5,029m N 1
kA Zylinder B 27 -0,12W/mK0,09m  27-0,03m -0,09m - 7, 92mV2VK

— 7,423 K/W

S kA = 0,1259W/K

cl) Fiir das System Glithwein + Becher vereinfacht sich der erste Hauptsatz folgender-
mafen:

d ’U)2 U)2 . ; dv}w
2 Z 4y — ; BT . _
dt/g u—+ 5 + av E [m(h+ 5 + )]k—i— E Q;+ Wy P
Vk'u =0 ~ i ~~ - ! =0
=0

dt

Vi

K oudV = ZQ]
J

dU . )
E - _QMantel - Qoben
m - Cwein ° dTl
V;—t = —kAvantel - (T — Ttimg) — QopenAoben * (I' — Tuimg)
' ein * dr
P = —(kAvtante + Qaten Aoten) (T = Timg)

c2) Berechnung der Abkiihlzeit durch Auflosung der Differentialgleichung {iber Trennung
der Veranderlichen.

: ein ° aT
w - _(kAMantel + O-/obenAoben) . (T - TUmg) ‘ TdV

dt
dTl’ kAMantel + aobenAoben ‘ /
= — N dt
(T — TUmg) mM - CWein
T1 t1
/ dr . kAMantel + O-/obenAoben / dt
(T — Tumg) M - CWein
To to

T_Tm kA ante oenAoen

TO - TUmg m + CWein
tl _ 1n(T0 - TUmg) . m - CWein
Tl - TUmg kAMantel + aobenAoben

11



t1 =~ 1116 s = 18 Min 36 s wenn mit D = 58mm gerechnet.
t1 ~ 1092 s = 18 Min 12 s wenn mit D = 60mm gerechnet.

Es zeigt sich hier, dass die berechnete Zeit deutlich von der realistischen Zeit abweicht.
Der in dieser Aufgabe vernachléssigte Stoffaustausch iiber die freie Oberfléche nach oben
ist in Realitét eben nicht zu vernachléssigen.

d) Bei der Abkiihlung von 91 = 60°C' bis ¥3 = 40°C' liegt iiber den gesamten Zeitbereich
eine niedrigere treibende Temperaturdifferenz gegeniiber der Umgebung mit ¥y, = 0°C
vor, wodurch diese Abkiihlung einen lingeren Zeitraum in Anspruch nehmen wiirde.

12



Losung Aufgabe 4:  Heizstrahler 14 von 50 Punkten

a) FDB
dl—d2—2R203m,l:1m
2R\’
A
S=1+ 5— = 46,44
2R
2-1
1
Fpp =5 {46,44 — \/46,442 —4 (;_gf] =0, 02154

Fliache Umgebung + Fliche Gitter = Flache Mantel (M)

Fup =+ — =% (arccos% — 5> [\/(A +2)2 — 4X?2 arccos+; + B arcsin+ — %])

mit: X = R/rg = 30
Y = 1/ry = 200
A=Y2+4 X2 1=40899
B=Y?—X%+1=39101

Fyg = 0,03026

A
Fruym = 24 Fyun

mit: Ay = 2r Rl = 0,9425m?
Ay = 2mrgl = 0,0314m?

Frar = 0,90768

Fyy + Fyg+ Fyp+ Fgp =1

mit: FHB:FHD
FHH:O

Fyp =0,04616

Fpr = %FHD
mit:  Ap = 27(R?* —r¥) = 0,1412m?

Fpp =0,01027

Fpp+ Fpuy+ Fpy =1
Fpy = 0,96819

13



b) Bilanz des Heizstabes
Berechnung fiir den mit dem Halbraum ausgetauschten Strahlungswérmestrom:

Qe = Ap[2- Fup(Hy — Hp) + Fp(Hy — Hyy)]

Bilanz des Deckels
0= AD[FDB(HD — HB) +FDM(HD — HM) + FDH<HD — HH)]

_ _Qel + ApHy — AgFuymHy g — FpuHy + FpaHy
2. AHFHD b 1— FDB

mit:  Hy = oT* =5,67-107534(273,15K)* = 315,637%

m2K4

(iel + FHMHM> (1—Fpp)+2- FpuFupHy
H

W
Hyg = = 159624, 95—
" 1—Fpp—2-FapFpm Tm?

Hy 159624, 95 %
Ty ==L =4 m’__ — 1205,33K
" co \/1-5,67-10—8 w ’

m2K*
Vg = 1022,2°C
= Hp = 1987, 6825
Tp = 432,7K
Jp = 159,6°C

c¢) Bilanz des Gitters

—Q, = —1 hy = Ag|Feu(Hg — Hy) + 2 - Fap(Hg — Hp) + Faa(Hg — He) +
Fou(Hg — Hy)]
mit Ty =1Tqg = Tgis = Hg = Hy

—Qs = AglFen(He — Hy) +2 - Fop(He — Hp))

ApA
mit: FGD: = GFDM
A A
F —A%AGF
GH—AMAM HM
Ac=0b19 (27 R—12b)+12 1] = 0,19402m?

14



: ApAg ApAc Ac Ac
—0, = anda A LG Py Hy—2A0 2 P H
Qs = AgHg (AMAMFHM+2AMAMFDM AHAM avHe py AowHp
Q, =1044,9 W
d) m:%:3,14g/3
e) Qel - Qs + QU
Qu = 3955,1 W
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